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摘 要：用修正后的Halpern’s迭代方法在Banach空同建立了一个迭代序列，证明了这一迭代序列强

收敛到2个相对非扩张映射的公共不动点．
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设E是一个Banach空间，E’是E的对偶空间．<z，，>表示fEE’在z∈E点的函数值．函数声：E×E—

R定义为

乒(y，z)=ll Y jl 2—2<y，Jx)+ll z 0 2，Vz，yEE，

其中J表示E到E’的正规对偶映射．设C是E的一个闭、凸子集，T是从C到自身的一个映射．用F(T)表

示T的不动点集．如果{z。}CC使得{z。}弱收敛到P，而且lim(x。一亿。)=0，则称点P∈C是T的渐进不动
^—-∞

点‘11．T的渐进不动点的集合表示为声(T)．一映射T：C---，C，如果满足：对所有的z，y∈C，II艮一Ty II≤

0 z—y 0，则称T为非扩张的，关于非扩张映射的一些研究可参见文献E2]．如果满足：对所有z∈c和p∈

F(T)，声(T)=F(T)且，l(P，如)≤，I(户，z)，则称T为相对非扩张的[1]．相对非扩张映射的一些渐近性质可
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参见文献[1，3—5]．Halpernm建立了如下的迭代序列：

f乱∈b (1)
1z。+l=口。牡+(1一口。)"Ix。，行：≥o，

这一迭代序列常常用来逼近非扩张映射T：pC的不动点．
当空间E有一些较好性质时，迭代序列(1)有下面的一些收敛特点．

例如在Hilbert空间‘呻1和一致光滑的Barmch空间M13已经证明如果{％}满足下面的条件％枷；三p 2∞，，三

1％一％+。l<o。或lim旦=1，那么迭代序列(1)有强收敛．由于条件∑％一oo的限制，通常认为Halpern’s迭代序
一。口Ⅱ≈+l “；”

列(1)有较慢的收敛速度，尽管收敛率还没被确定．而且Halpern[阳还证明了条件口。一。和三．口。=。。对于迭

代序列(1)在Hilbert空间关于非扩张映射T的强收敛是必要的．因此，要想提高序列(1)的收敛，只能修正

迭代序列本身． ．

最近，Martinez和XuEl23已经对序列(1)作了一些修正，得到下面的迭代序列
。

rz。。xEC，

f“=口。zo+(1一口。)Tx。，

jG一{uEC：0弧一_}I 2≤0 X。一口”+口。(0 Xo II 2+2<z。一硒，口>))， (2)

IQ：={z，∈C：<z。--'U，-T0一磊>≥o)，

lz。+1=Pc,n q，|Xo’

且证明了只在条件口。一O下就可得到在Hilbert空间序列(2)强收敛到PFt了)z，其中T是非扩张映射．

为了把序列(2)从Hilbert空间推广到Banach空间，Qin和Su‘133已经做出了这方面的努力，对一个相对

非扩张映射T建立了如下的迭代序列：

rz。EC，

I“一_r1(a。．Ixo+(1一口。)JTx。)，

Jc’矗={口∈C：≯(口，y。)≤口。拳(口，zo)-4-(1一口。)乒(t，，z。)}， (3)

Q={t，∈C s<z。一口，J鳓-Jz。>≥o)，

【z一+1=／／c．no．Xo’
且证明了在{口。)满足“C(O，1)，lim口。----0的条件下，{z．)强收敛到ⅡF(T)Xo．

1 预备知识

定义正规对偶映射．厂：P+2n为

J(z)：={t，∈E’：<口，z>一0口lI 2—0 z 0 2)，Vz∈E．

正规对偶映射-，有下面的性质：

如果E是自反、严格凸、光滑的Banach空间，那么．，是I一1映射，这时厂1是从E。到E的正规对偶映

射，而且也是l一1映射．如果E是一致光滑的，那么，在E的每个有界子集上是一致连续的．

用z。一z和z。一z分别表示{z。}强收敛到z，和{z。)弱收敛到z．

设u={z∈E：II z Il=1}．如果对每一个z，y∈U和z≠y，II三：≯0<1成立，则称Banach空间E是

严格凸的；如果对任意2个序列{z。)，{“}cU Fl lim II X—n可T—y“JI=1，有lim JI．23。一以0一o，则称E是一致凸

的，如果对每一个z，y∈u，lim且兰生笠些二此业存在，则称E是光滑的；如果上述极限不依赖于z，y∈【，，
则称E是一致光滑的．E的光滑模IDE：Eo，+∞)一[o，+o。)定义为艘(f)；：sup{止．土业芋蚴一1：忙II=1，II y o；r)．
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E是一致光滑的当且仅当limf笔竽=o．廖(r)是连续、单增的函数，而且pr(0)=0．E的凸性模醚：(o，23---
[o，1]定义为

一上．．如(e)：----inf{1一Il山9 0：z，yGU；e---0 x--y 0}．
如(e)是连续单增函数而且如(O)=0．E是一致凸的，那么E有K—K性质．设E是光滑的Banaeh空

间，函数’l：E×E．一R定义为

≯(y，z)=0 y 0 2--2(y，Jx)+0 z I|2，Vz，yGE．

由≯的定义，有

(0 Y 0—0 z 0)2≤乒(y，z)≤(II y 0+0 z 0)2，V z，yGE． (4)

注Icl]如果E是严格凸、光滑的Banach空闻，那么对任意的z，yG E，拳(y，z)=o当且仅当z=y．

引理1n3 设E是一致凸和光滑的Banach空间，设{Y。)，{‰}是E中的2个序列，如果ll(弘，％)一o，而

且，(Y。}或{磊}是有界的，那么Y。一％一O．

设C是E的一非空、闭、凸子集，假定E是自反、严格凸、光滑的Banach空间，那么，对任意的z∈E，存

在一点z。∈C使得

，I(zo，z)=min，l(y，z)．

映射Ⅱc：卜C定义为Ⅱcz=z。被称为广义投影叭8’13]．
引理2D．u] 设C是光滑Banach空间E的一非空、闭、凸子集，设z∈E，那么z。=／／cx当且仅当

(zo—y，Jz一-，zo>1>o，VY∈C

引理3c9’H) 设E是自反、严格凸、光滑的Banach空间，C是E的一非空、闭、凸子集，设z∈E，那么

声(y，／／cx)+拳(Ⅱcz，z)≤，I(y，z)，VyGC成立．

引理4E13 设E是一严格凸、光滑的Banach空间，C是E的一非空、闭、凸子集，设T：C---C是一相对非

扩张映射，那么F(T)是闭、凸的． ．

引理5[1s]设E是一致凸的Banach空间，设r>0，那么存在一连续、严格增的凸函数g：Eo，2r]一R使

得g(0)=O和

0红+(1一t)y 0 2≤圳z II 2+(1一￡)0 Y”--t(1一f)g(1|z—y II)，V,Tg，yG Br和t∈Eo，13，

其中Br={：∈Et f|z lf≤，-}．

引理6[16] 设E是一个一致凸、一致光滑的Banach空间，如果II z 0≤R，且0 y 0≤R，那么下面的不

等式成立：

2LqR2如(0 x--y 0／4R)≤乒(z，y)<R4LR2pr(4 0 x--y』／R)，其中L是一常数．

2 主要结果

对任意的z。∈C，定义如下的迭代序列{z。}：

‰∈C，

磊=lIcJ-1(J日：|Jz。+(1--f1．)JSx。)，

yck．=：]{口-1∈(ac．J：llx(o口+，(。1)--≤≤a口,。)，IJ(t，T，z．)),Y "00+(1一口。)拳(口，z。))，
(5)

C'一={口∈C：声(口，。)≤≤口。声(t，， )+(一口。)拳(口，z。))，

Q=(御∈C：(z。一口，．，函-Jx。>≥O}，

z州2Ⅱc_NQ,,Xo．
其中{口。}，{&}满足o≤口。<l，lim a。=o，o<届<l，lim inf／莹,(1一岛)>o．

月—-。o H—o∞

定理1 设E是一致凸和一致光滑的Banach空间，C是E的一非空、闭、凸子集，假定T，S是2个从C

到自身的相对非扩张映射以致于F=F(T)13F(S)≠刀，那么由式(5)定义的迭代序列{z。)强收敛到／／rx。．

证明首先表明对每一个nGN，G和Q。是闭凸的．由G和Q。的定义，cl是闭的，Q^是闭凸的；又因
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声(口，Y。)≤口。乒(口，Vo)+(1一口。)乒(口，z。)

等价于2口。<口，．，z。>+2(1一口。)<口，Jx。>一2(v，-，弘>≤口。II z。”+(1一口。)II z。0 2—0弘II 2．因此G是凸

的．令‰=J-1(岛．，z。+(1--岛)JSx。)．根据引理3，II·Il 2的凸性，S的定义，对每一个pEF，有

乒(P，z。)≤声(P，U。)=

0 P Il 2--2(p，B-，z。+(1一岛)JSx。>+II&Jz。+(1--卢：I)]Sx。0 2≤

|I P f|2—2届<夕，．，z。>--2(1一晟)<夕，JSx。>+届lI而|J 2+(1一届)0&。Jl 2= (6)

岛庐(p，z。)+(1一岛)乒(户，Sx。)≤簪(p，z。)．

因此

乒(夕，孔)≤I|P 0 2--2(p，口。，Jz。+(1一口。)JTz。>+a。II．270 0 2+(1-a。)0 T％0 2=

口。声(夕，zo)+(1一口。)声(夕，Tz。)≤≤口。声(户，zo)+(1一a。)j‘(p，z。)≤≤

口。，l(p，zo)+(1一口。)jl(P，z。)．

这样，pEG．因此，对每一个nE N，FCG．用与文献[1]相同的证明，可以得到对每一个nE N，FCG nQ．

由Q的定义和引理2，有z。=巩zo．用z。=醍z。和引理3，对每一个nE N和P∈FCQ
≯(z。，zo)≤，l(户，zo)一≯(夕，z。)≤'6(p，Xo)．

因此，，I(矗，面)是有界的．而且，从式(4)，{z。}也是有界的．

由Xn+l=如nqzo∈Q。和引理3，对每一个nEN，有拳(z。，zo)≤声(z。+1，zo)，
即{拳(z。，z。)}是不减的，这意味着声(z。，z。)存在极限．从引理3，对每一个咒∈N，有

声(z。+l，z。)≤乒(z。+l，zo)≤乒(z。，zo)．

这说明lim乒(z计l，z。)=o．既然z_+1醍nqz。∈G，从G的定义，对每一个靠∈N，有
，‘(磊+l，弘)≤口。≯(z。+1，zo)+(1一口。)≯(z一+l，z。)．

根据lim口。--0，有lim声(z。+1，弘)=0．用引理1，得到 ．

1ira ff矗+l一弘|l=lim f}毛+l一矗|l=O． (7)

从0 z。一弘0≤0 z。一z。+。lI+0 z。+，一弘lI，有
lI z。一弘0一o，(站一o。)． (8)

因为J在每个有界集上是一致连续的，因此

lim 0 J．￡。+l-Jy。0=lim 0 Jx。+l-Jx。0=lira I|J．z。-Jy。lI=o． (9)

另一方面，对每一个行∈N，

U．，z。+。-Jy。0=II口。(Jx。+1-Ix。)+(1一口。)(Ix。+l一．，n。)0≥
＼ (1一口。)I|Jz。+l—JT≥。ff一口。fI．rz。-Jx。+l 0．

因此
1

II．，z。4-1一JTk。II≤丁：当■(II，z。+--Jy。II+口。0 Jzo-Jx。+t 0)．
‘ un

从lim口。=0和式(9)，得到

JJ．，z。+l一．，Tk。0—，o，(O—，o。)． (10)

既然厂。1在有界集上也是一致连续的，则lim 0 z。+。一Tz。II=o．

从0毛一Tz．0≤|f磊一毛+。||+||z荆一Tz。l|，有
lira 0 z。一Tz。0=o． 、(11)

下一步表明0 z。--Sx。I}一O和II 2。一亿。II—O．既然(z。)是有界的，而且，对P∈F，乒(户，＆。)≤，I(户，

z。)，因此有{Jz。)，{]Sx。)也是有界的，那么存在r>0使得{，z。)，{JSx。}cB，={z’∈E。，0 z’0≤，．)．

利用引理5，有

j‘(夕，％)≤乒(夕，‰)=JI P II 2--2(p，&，z。+(1-届,)JSx。>+

届』。。II 2+(1一岛)II S而II 2一岛(1一岛)g(Il Jz。一J＆。0)≤ (12)
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拳(户，z。)一屈1一岛)g(II．，z。一，Sz。||)．

因此，

，l(户。“。)<a。，l(夕，z。)+妒(夕，z。)一(1--a。)届(1一岛)口(II Jz。一．，s磊0)． (13)

即

(1一口。)岛(1一岛)g(0．，z。一JSz。0)≤口。乒(夕，Xo)+乒(户，z。)一≯(p，Y。)5

口。≯(p，z。)+2<p，Jy。-Jx。>+I|z。0 2—0 Y。II 2．

根据lima。=o、式(8)、式(9)、lim inf岛(1一A)>o和g的性质，有

0 Jx。-JSx。II—O，(恕一o。)． (14)

根据J_1在有界集上的一致连续性，有

lim II z。--Sx。』=o． (15)

根据引理6，有

lim乒(z。，Sx。)=0． (16)

根据式(5)和引理3，有声(z。，z。)≤声(z。，“。)≤(1一届)声(z。，Sx。)．根据式(16)，有lira声(z。，％)=0．因

此，根据引理1，有

0％一z。II—o，(，l—o。)． (17)

既然II‰一Tz。II≤0‰一z。0+0 z。一T‰||，从式(17)和式(11)，有

lim J|％一Tz。II----0． (18)

因此，从式(17)，如果{而。}是{而)的一子列使得毛。瑚，从式(15)，(18)和相对非扩张映射的定义，和∈F．
最后，表明z。"·HFxo．设∞=珏泣o．对每一个nE N，从z州=11c．no．Xo和∞∈FCC。nQ，有声(而十l，zo)

≤，l(∞，zo)．

另一方面，根据范数的弱下半连续性，有

，l(童，Xo)一0叠0 2--2(．e，Jz。>+0 zo 0 2≤

lira inf(1I z。^II 2--2(x。I，Jxo>+|I Xo ll 2)=

lim inf拳(z。I，zo)≤

lira sup≯(z。^，zo)≤声(∞，zo)．

根据HFX。的定义，得跏=∞，而且lim咖(z。^，z。)=拳@，Xo)．因此，有lira II z。^0=Ilz I|．用E的K—K
性质，有．17。。-'-Hvx。．既然z。t是{z。)的任一收敛子列，则{z。)强收敛到豇皿o．

如果S=J(E上的恒等映射)，那么有下面的结果．

推论1C123 设E是一致凸、一致光滑的Banach空间，C是E的一非空、闭凸子集，设T：C—C是一相对

非扩张映射，假定{％)c(O，1)以致于lim锄一0．如果F(D≠D，那么由式(3)定义的序列{矗}强收敛到瓜D工

在定理1中，如果E是Hilbert空间，则有下面的结论．

推论2设C是Hilbert空间H的一非空、闭、凸子集，设S，T是2个从C到自身的非扩张映射，使得

F=F(T)nF(S)≠0，定义如下的迭代序列{厶}：

zo∈C，

％=肛。+(1一岛)Sx。，
y。=a#o+(1一口。)Tz。，

c矗={t，∈C：II移一孔0 2≤口。0口一勘0 2+(1一口。)II口一。。0 2}，

Q一{口∈C：<z。一t，，鳓一z。>≥O)，

z-+l=Pc．nq．xo．

在(口一}，{J臼：1)满足0≤％<1．。l—im。a,=o，O<届<1．1ira一。。inf／9：,(1一届)>0的条件下，{而}强收敛到PFx。．其中

Pc．ha．和PF分别是从C到C—nQ和到F上的度量投影．
证明根据文献[1]，在Hilbert空间，非扩张映射就是相对非扩张映射，1‘(z，y)=0 x-y II 2，因此，用
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定理1可得所需结果．
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